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Système de contrôle

Considérons le système :
ẏ(t) = Ay(t)+Bu(t) ∀ t ∈ [0,T ]
y(0) = y0 ∈ X
u(t) ∈ U ⊂U ∀ t ∈ [0,T ].

(S)

qui se reformule en :

∀ t ∈ [0,T ], y(t;y0,u) = etAy0 +Ltu.

Notons également l’ensemble de contraintes

EU =
{

u ∈ L2(0,T ;U), ∀ t ∈ [0,T ], u(t) ∈ U
}

.
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Atteignabilité

Définition
Un ensemble cible Y f est U-atteignable depuis y0 en temps T si :

∃u ∈ EU , ∃y f ∈ Y f , y(T ;y0,u) = y f .

L’ensemble atteignable R T ,U(y0) = eTAy0 +LT EU est l’ensemble des
points U-atteignables (depuis y0 en temps T ).

Définition
Le système est dit contrôlable si tout état est atteignable à partir de toute
condition initiale, i.e. si

∀y0 ∈ X , R T ,U(y0) = X .
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État de l’art

Contrôle des EDOs linéaires :

contrôlabilité sans contraintes : condition de Kalman,

contrôlabilité sous contraintes non bornées : SCHÄTTLER et
LEDZEWICZ, 2012 (théorie géométrique du contrôle)

approximations de l’ensemble atteignable sous contraintes bornées :
ALTHOFF et al., 2021, WABERSICH et al., 2023.

Contrôle des EDPs paraboliques :

contrôlabilité sans contraintes : LEBEAU et ROBBIANO, 1994, CHEN

et ROSIER, 2022, ERVEDOZA et al., 2022,

contrôlabilité sous contraintes non bornées : LOHÉAC et al., 2017,
PIGHIN et ZUAZUA, 2018, POUCHOL et al., 2024,

résultats d’atteignabilité : BERRAHMOUNE, 2020, CASAS et
KUNISCH, 2022.
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Motivation
Rendez-vous spatial (équations de
Clohessy-Whiltshire) : ∀ t ∈ [0,T ],

ẏ(t) = Ay(t)+Bu(t)
y(0) = y0 = 0

u(t) ∈ R2

∥u(t)∥2 ≤ 1.15
∥u(t)∥∞ ≤ 1

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
3 0 0 2
0 0 −2 1



B =


0 0
0 0
1 0
0 1


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Motivation

Équation de la chaleur :
∀ t,x ∈ [0,T ]× [0,1],

ẏ(t,x) = ∆y(t,x)+1ω u(t,x)

y(0,x) = y0(x) = 0
y(t,0) = y(t,1) = 0
0 ≤ u(t,x) ≤ 1
y(T ,x) = y f (x) = sin(πx).
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Contributions

Publications :

1. Computer-assisted proofs of non-reachability for finite-dimensional
linear control systems, IH, C. Pouchol, Y. Privat, C. Zhang, SIAM
Journal on Control and Optimization, Sep. 2025

2. Computer-assisted proofs of non-reachability for linear parabolic
PDEs under bounded control constraints, IH, C. Pouchol, Y. Privat,
C. Zhang, preprint, 2025
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Atteignabilité

Y f est U-atteignable depuis y0 en temps T si et seulement si

R T ,U(y0)∩Y f ̸= /0.

Proposition (LI et YONG, 2012 ; SCHÄTTLER et LEDZEWICZ, 2012)

Si U est non-vide, convexe, fermé et borné, alors R T ,U(y0) est convexe et
faiblement compact.

9 / 36



Théorie du contrôle Méthodologie Discrétisation Applications numériques Conclusion

10 / 36



Théorie du contrôle Méthodologie Discrétisation Applications numériques Conclusion

Fonctionnelle de séparation

En notant
J : p 7→ σR (p)+σY (−p),

où
σR : p 7→ sup

x∈R
⟨p,x⟩ et σY : p 7→ sup

x∈Y
⟨p,x⟩

Théorème
Supposons R convexe et compact, Y convexe et fermé. Alors

∃ p ∈ X , J(p) < 0 ⇐⇒ R ∩Y = /0.
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Évaluation approximative

Fonctionnelles non-explicites :

R ou Y inconnus =⇒ erreurs d’approximation

calculs numériques =⇒ erreurs d’arrondis.

Conséquence : difficile de conclure si J(p) < 0.

12 / 36



Théorie du contrôle Méthodologie Discrétisation Applications numériques Conclusion

13 / 36



Théorie du contrôle Méthodologie Discrétisation Applications numériques Conclusion

Méthodologie pour prouver que R ∩Y = /0

1 Trouver Jd ≃ J évaluable
2 Minimiser Jd pour trouver p tel que

Eval(Jd(p))< 0,

3 Borner explicitement les erreurs d’arrondis avec INTLAB (RUMP,
1999) :

|Eval(Jd(p))− Jd(p)| ≤ er(p),

4 Borner explicitement les erreurs d’approximation :

|Jd(p)− J(p)| ≤ ea(p),

5 Vérifier que Jd(p)+ er(p)+ ea(p) < 0, donc que J(p) < 0 et

R ∩Y = /0.
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Fonctionnelle de séparation

Dorénavant, U est supposé non vide, convexe, fermé et borné. Notons

J : p f 7→ σR T ,U(y0)(p f )+σY f (−p f ),

qui se reformule en :

J : p f 7→ σEU (L
∗p f )+ ⟨p f ,eTAy0⟩+σY f (−p f ).

Théorème

S’il existe p f tel que J(p f )< 0, alors Y f n’est pas U-atteignable depuis y0
en temps T .
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Equation adjointe

Comme le contrôle vérifie

∀ t ∈ [0,T ], u(t) ∈ U,

on réécrit

J(p f ) =
∫ T

0
σBU(p(t))dt +σY f (−p f ),

où p vérifie l’équation adjointe :{
ṗ(t) = A∗p(t),
p(T ) = p f .

(A)
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Erreurs de discrétisation

J(p f ) =
∫ T

0
σBU(p(t))dt +σY f (−p f ),

où p vérifie l’équation adjointe :{
ṗ(t) = A∗p(t),
p(T ) = p f .

(A)

Hypothèse sur le problème de contrôle :

σBU et σY f ont des formules explicites,

B : U → X est borné.
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Erreur de quadrature

σBU de régularité garantie Lipschitz =⇒ méthode des rectangles :∣∣∣∣∣
∫ T

0
σBU(p(t))dt −∆t

Nt−1

∑
k=0

σBU(p(tk))

∣∣∣∣∣≤ 1
2

∆t KT∥A∗p f ∥,

où K = M∥B∥ sup
t∈[0,T ]

∥etA∗∥.
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Majoration de la norme du semi-groupe

Décomposition spectrale explicite :

sup
t∈[0,T ]

∥etA∗∥ ≤C exp(µT )Q(T ).

Semi-groupe de contractions :

sup
t∈[0,T ]

∥etA∗∥ ≤ 1.
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Cas dissipatif : hypothèses

Hypothèses sur le problème de contrôle :

V ⊂ X ⊂V ′ forment un triplet de Gelfand

A : V →V ′, tel que ∃0 < a0 ≤ a1,

∀v,w ∈V ×V ,

{
|⟨A∗v,w⟩| ≤ a1∥v∥V∥w∥V

Re(⟨−A∗v,v⟩) ≥ a0∥v∥2
V .

Hypothèse sur l’espace de discrétisation Vh ⊂V :

∀ f ∈ X , inf
vh∈Vh

∥A−1 f − vh∥V + inf
vh∈Vh

∥(A∗)−1 f − vh∥V ≤C0 h∥ f∥.
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Equation adjointe : discrétisation

∀t ∈ [0,T ],{
ṗ(t) = A∗p(t),
p(T ) = p f .

∀n ∈ {0, . . . ,Nt},{
(Id−∆tA∗

h)ph,n = ph,n+1,
ph,Nt = p f h.

discrétisation−→

Proposition (HASENOHR et al., 2025b)

Après discrétisation de (A) sur Vh avec un schéma d’Euler implicite, sous
les hypothèses précédentes : ∀(p f , p f h) ∈ X ×Vh, ∀n ∈ {0, . . . ,Nt},

∥p(tn)− ph,n∥ ≤C1∥p f − p f h∥+
(
C2h2 +C3∆t

)
∥A∗p f ∥,

où C1, C2 et C3 sont connues explicitement et ne dépendent que de a0 et a1.
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Erreur sur J

Soit

J∆t,h(p f h) = ∆t
Nt

∑
n=1

σBU((Id−∆tA∗
h)

−n p f h)

−
〈
y f , p f h

〉
+
〈
y0, (Id−∆tA∗

h)
−Nt p f h

〉
.

Théorème (HASENOHR et al., 2025b)

Pour tous p f ∈ D(A∗), p f h ∈Vh, on a

|J(p f )− J∆t,h(p f h)| ≤ 1
2 MT∥B∥ ∆t∥A∗p f ∥

+(∥y0∥+MT∥B∥)
(

C2h2 +C3 ∆t
)
∥A∗p f ∥

+
(
(∥y0∥+MT∥B∥)C1 + ∥y f ∥

)
∥p f − p f h∥.
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Méthodologie

Théorème

S’il existe p f tel que J(p f )< 0, alors Y f n’est pas U-atteignable depuis y0
en temps T .

Méthodologie d’application du théorème :
1 discrétisation de J en J∆t,h ≃ J évaluable en Eval(J∆t,h),

2 trouver p f h tel que Eval(J∆t,h(p f h))< 0,

3 associer p f h à p f ∈ D(A∗) et vérifier que J(p f ) < 0 :

borner les erreurs de discrétisation ed(p f ),
borner les erreurs d’arrondis er(p f h) avec INTLAB (RUMP, 1999),
vérifier que Eval(J∆t,h(p f h))+ ed(p f )+ er(p f h) < 0 .
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Rendez-vous spatial

Considérons le système : ∀ t ∈ [0,T ],

ẏ(t) = Ay(t)+Bu(t),
y(0) = y0 = 0,
u(t) ∈ R2,
∥u(t)∥2 ≤ 1.15,
∥u(t)∥∞ ≤ 1.

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
3 0 0 2
0 0 −2 1



B =


0 0
0 0
1 0
0 1

 .
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Un ensemble dangereux non borné

−0.5 0.5

−0.5

0.5

0
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Un ensemble dangereux non borné

Proposition (HASENOHR et al., 2025a)

Considérons une cible centrée en (0.5,0.5) et de rayon ε = 0.1,
indépendamment de la vitesse, autrement dit le cylindre

Y f = {(z1,z2,z3,z4) ∈ R4, ∥(z1,z2)− (0.5,0.5)∥R2 ≤ ε}.

Cette cible est non-atteignable en temps T = 1 en partant de (0,0,0,0). En
effet,

J(p f ) ∈ [−0.1146,−0.0717], où p f = (0.62,0.78,0,0)T .
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Calcul de temps minimal

Proposition

Si y0 = 0 ou y f = 0, et si Ker(B)∩U ̸= /0, il existe un temps minimal
d’atteignabilité t⋆ ∈ R+∪{+∞} tel que :

∀ t < t⋆, y f est non-U-atteignable,

∀ t ≥ t⋆, y f est U-atteignable.
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Temps minimaux pour le rendez-vous spatial

Bornes inférieures certifiées de
temps minimal d’atteignabilité

(HASENOHR et al., 2025a)

Temps minimaux approchés par
Gekko (BEAL et al., 2018)
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Équation de la chaleur

∀ t,x ∈ [0,T ]× [0,1],

ẏ(t,x) = ∆y(t,x)+1ω u(t,x)

y(0,x) = y0(x) = 0
y(t,0) = y(t,1) = 0
0 ≤ u(t,x) ≤ 1
y(T ,x) = y f (x) = sin(πx).
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1.2

y0 yf
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Discrétisation spatiale

Ici on a donc :

X = L2(0,1) l’espace d’états

V = H1
0 (0,1) et D(A) = D(A∗) = H1

0 (0,1)∩H2(0,1).

|J(p f )− J∆t,h(p f h)| ≤
(

C1h2 +C2∆t
)
∥A∗p f ∥+C3∥p f − p f h∥.

Deux possibilités :
1. Vh ⊂ D(A∗) (splines cubiques, méthodes spectrales. . .) :

Avantages : pas besoin d’interpolation, moins d’erreurs de
discrétisation,
Inconvénients : pas de formule explicite, calculs coûteux.

2. Vh ̸⊂ D(A∗) (éléments finis P1, . . .) :
Avantages : formules explicites, calculs simples,
Inconvénients : nécessite une interpolation dans D(A∗)

=⇒ facile pour des P1 avec des splines cubiques.
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Exemples de non-atteignabilité pour l’équation de la chaleur

∀ t,x ∈ [0,T ]× [0,1]

ẏ(t,x) = ∆y(t,x)+1ω u(t,x),

y(0,x) = y0(x) = 0,
y(t,0) = y(t,1) = 0,
0 ≤ u(t,x) ≤ 1,
y f (x) = 0.035sin(πx).

Proposition (HASENOHR et al.,
2025b)
y f n’est pas U-atteignable depuis y0
en temps T = 1. En effet,

J(p f ) ∈ [−0.00072,−0.00011] < 0.
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Exemples de non-atteignabilité pour l’équation de la chaleur

∀ t,x ∈ [0,T ]× [0,1]

ẏ(t,x) = ∆y(t,x)+1ω u(t,x),

y(0,x) = y0(x) = 0,
y(t,0) = y(t,1) = 0,
0 ≤ u(t,x) ≤ 1,
y f (x) = 0.025(1−|2x−1|).

Proposition (HASENOHR et al.,
2025b)
y f n’est pas U-atteignable depuis y0
en temps T = 1. En effet,

J(preg
f )≤


Eval(Jd(preg

f h )) = −0.0013

+ er(preg
f h ) ≤ 0.0002

+ ed(preg
f ) ≤ 0.00018

< 0.
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Contributions

Contributions :

Méthode générale de preuves assistées par ordinateur pour la
non-atteignabilité de systèmes linéaires de contrôle

Majoration optimisée et explicite des erreurs de discrétisation dans
divers cas

Publications :

1. Computer-assisted proofs of non-reachability for finite-dimensional linear control
systems, IH, C. Pouchol, Y. Privat, C. Zhang, SIAM Journal on Control and
Optimization, Sep. 2025

2. Computer-assisted proofs of non-reachability for linear parabolic PDEs under
bounded control constraints, IH, C. Pouchol, Y. Privat, C. Zhang, preprint, 2025
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Perspectives

Perspectives :
Extension de la méthode à :

d’autres classes d’EDOs et d’EDPs
d’autres types de contraintes (contrôle samplé)

en dimension finie, développer des preuves assistées par ordinateur
d’atteignabilité
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Merci pour votre attention !
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