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Systeme controlé

Définition

On appelle systeme contrdlé le systeme :

¥(t) = Ay(1) + Bu(r) Vi€ [0,T]

¥(0) =yo €R" (S)
u(r) € Uy CR™ vt € [0,T],

et on note y(- ;yo,u) : [0,T] — R" sa solution, ainsi que

U= {ue*0,T;R™),Vr € [0,T],u(r) € Up}. En notant (S,);>o le
semi-groupe engendré par A et Ly ’application entrée-sortie :

T
Ly:u— / ST,,BM(Z‘) dr,
0

ona:
¥(T;y0,u) = Styo + Lru.
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Atteignabilité

Soit y; € R", soit U C L*(0,T,R™). On dit que y; est U-atteignable pour (S)
de yo en temps 7 si :

Jue U, y(T;yo,u)=yp(<3ueU, Lru=yr—Sryo).

¥(t; Yo uy)

Etats atteignables au temps t,

y(t; Yo us) Etats atteignables au temps T

Par la suite, Uy sera supposé convexe et compact, et on prendra yyp = 0. On
notera Ly U I’ensemble atteignable.

Ivan Hasenohr (UPC) Atteignabilité e par ordinateur 17 novembre 2023



Atteignabilité

Exemple : le tram

Considérons le systeme

y=Ay+Bu
y(0)=0€R?
u(t) e [-M,M] Vrel0,T],

Gy

avece
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Atteignabilité

Exemple : le tram

Pour ce systeme, avec T =M =1:

Ensemble atteignable dans I'espace des phases
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Vitesse
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Fonction support

Pour A convexe, fermé et non-vide dans un espace de Hilbert H, on appelle
fonction support :

H —RU{+x}

y > sup(x,y).
XEA

Oy .

En particulier :
Vpr €R",  orulpr) = ou(Lipy).

Ivan Hasenohr (UPC) Atteignabilité e par ordinateur 17 novembre 2023 9/30



Fonction support
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Fonction support
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Théoreme de non-atteignabilité

On note :

T R" —R
pr = ou(Lrpr) —pr,yr)-

Théoréeme

S’il existe pr € R" tel que J(py) < 0, alors yp n’est pas U-atteignable pour (S)
en temps T.

On remarquera que ce résultat est également valable en dimension infinie.
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Théoreme de non-atteignabilité

(Pry) = oLulpy)
(1 y) = Proyp)
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Théoreme assisté par ordinateur

Théoreme

S’il existe py € R" tel que J(py) < 0, alors yy n’est pas U-atteignable pour (S)
en temps T.
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Théoreme assisté par ordinateur

Théoréme

S’il existe py € R" tel que J(py) < 0, alors yy n’est pas U-atteignable pour (S)
en temps T.

v

Théoreme
Soit J; : R" — R une discrétisation de J, et e : R" — R’jr tels que

Vpr €R", Jalpr) —e(pr) <J(pr) <Jalpr)+e(py).

Alors s’il existe pr € R" tel que J4(py) +e(pr) <0, alors yy n’est pas
U-atteignable pour (S) en temps T.
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Discrétisation de 1’équation adjointe

7 R" —R
pr = ou(Lypy) —(pr,yr)-

L*(0,T;R™) —R
Su'qu —  sup  (u,v)

veL?(0,T;R™)

R — L0, T;R™)
oy = (= BS;_py)

17 novembre 2023 15/30
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Discrétisation de 1’équation adjointe

Fonction support

Comme on suppose U de la forme :
U= {ucL*0,T;R™),Vt €[0,T],u(t) € Uy,

ona: T
Vue L2(0,T:R"), oulu) = / oa, (u(r)) dr,
0

oll G, est 1 —homogene, et M— lipschitizienne (car Uy C B(0,M) C R").
On discrétise donc I’EDO adjointe avec un schéma d’ordre 1, Euler implicite.
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Discrétisation de 1’équation adjointe

Schéma numérique

(Li)a py > (B (d—ea™)py )

i€[o,N,—1]
N—1
(Cau)a :(ui)ie[[OWT—l]] = Z Oy (i)
i=0

Ja ps = (0u)a((Ly)aps) = (Pr:3f)-
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Majoration des erreurs de discrétisation

Théoreme

Pour ’EDO adjointe :
p(t)=A"p(t) Vtel0,T]
p(0) =py,

avec :

® (Pn)nefo.n,] la discrétisation de p par le schéma d’Euler implicite
e —A™ mo-accrétif, avec a. € [0

Alors ¥n € [0,N],

75]

+v2
os(at)

(1 1
Ip(22) = pull < At min (C HA*Pf||7§tn||(A*)2Pf||> :
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Majoration des erreurs de discrétisation

Théoreme

Sous les hypothéses précédentes, Vpy € R" :

Ni—1

1
[ (pr) = Jaipr)| < Ar M||B| <§T||A||||pf||+ )y IIP(tn)—an) + Iyollllp(T) —pw, |-
n=0

En particulier : |J(pr) —Jar(pr)| = O(At).
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Erreurs d’arrondis

Arithmétique d’intervalles

Pour gérer les erreurs d’arrondis effectuées par 1’ordinateur, il faut considérer
la potentielle erreur et en tenir compte a chaque calcul :
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Erreurs d’arrondis

Arithmétique d’intervalles

Pour gérer les erreurs d’arrondis effectuées par 1’ordinateur, il faut considérer
la potentielle erreur et en tenir compte a chaque calcul :

X=X
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Erreurs d’arrondis

Arithmétique d’intervalles

Pour gérer les erreurs d’arrondis effectuées par 1’ordinateur, il faut considérer
la potentielle erreur et en tenir compte a chaque calcul :

X—=x+a

X=X
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Erreurs d’arrondis

Arithmétique d’intervalles
Pour gérer les erreurs d’arrondis effectuées par 1’ordinateur, il faut considérer

la potentielle erreur et en tenir compte a chaque calcul :

X—=x+a

(a+¢)? a+(a—¢)’ a+(a+

55 5 65 7
a’+a

xr—>x2

En pratique, le package Intlab (sur Matlab) de Siegfried M. Rump s’en charge
parfaitement.
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Théoreme avec erreurs

Théoreme

Soit :
@ J;:R" — R la discrétisation de J via le schéma d’Euler implicite
@ ¢4 :R" = R Derreur totale de discrétisation
@ ¢, :R" = R Derreur totale d’arrondis lors du calcul de J.

On a alors :

Vpr € R, Julpr) —ea(pr) —ea(pr) < J(pr) < Jalpr) +ea(pr) +ea(pr),

et s’il existe pr € R" tel que J4(pr) +ea(pr) +eq(pr) <0, alors yg n’est pas
‘U-atteignable pour (S) en temps T.
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Illustration

Non-atteignabilité
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Dualité de Fenchel

Le probleme de contrdle se reformule :
inf o Oy, (Lu),
et a(u) + 8¢y, (Lru)

ou, pour C un ensemble convexe fermé non-vide :

0 sixeC

8 =
S sixé C.
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Dualité de Fenchel

Le probleme de contrdle se reformule :
inf ¢ (u)+ 0,1 (Lyu),
wer?(0.7:Bm u(u) {Yf}( rit)

ou, pour C un ensemble convexe fermé non-vide :

0 sixeC

8 =
S sixé C.

Le probleme de minimisation dual associé est :

inf cu(Lrpr) — (pr,yr)-
preR?
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Dualité de Fenchel

Sous des hypotheses assez faibles, on obtient :
inf  d¢(u)+ iy (Lru) = — inf oo (Lypr) — (pr,yr)-
weL2(0.T:Bm) u(u) +8(y (Lru) ey u(Lrpr) — (P yp)

Cette structure primal-dual permet I’utilisation d’algorithmes efficaces pour la
recherche de minimiseurs. Par exemple, 1’algorithme de Chambolle-Pock.

Ivan Hasenohr (UPC) Atteignabilité assistée par ordinateur 17 novembre 2023 24/30



Preuve assistée par ordinateur de non-atteignabilité

Méthode :

@ Algorithme de Chambolle-Pock : minimiser J; pour trouver p; € R” tel
que J4(pr) <0

@ IntLab : vérifier que Jq(pr) + eq(pr) +eq(pr) <O.
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Exemple de théoreme numérique

Théoréme

0 0 1 0 .
Pour yo = <O> M=1,T=1A= (0 O) ,B= <1>,p0urle systéme

contrélée
y(t) = Ay(t) +Bu(t) Vi€ [0,T]

¥(0) =0
u(t) € [—M,M] Vi€ [0,T],

le point yy = (O()S) n’est pas atteignable. En effet, pour pr = (_0068> ona

J(priys) € [—0.0513,—0.0483].
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Atteignabilité

Approche géométrique
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Atteignabilité

Approche géométrique

(p1,y) = ou(Lyp1)
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Atteignabilité

Approche géométrique

(p1,y) = ou(Liypy) (ps,y) = ou(Lyps) (p2,y) = ou(Lyp2)

(p1,) = ou(Lipy) s

Ps

ps

(ps,y) = ou(L1ps)
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Atteignabilité

Approche géométrique

(p1,y) = ou(Lspr) (P, y) = ou(Lyps) (P2, y) = au(Lyps)

(P1,y) = ou(L7p1)

\

(p3,y) = ou(L7ps)
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Approche géométrique
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Atteignabilité

Approche géométrique
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Approche géométrique
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Atteignabilité

Approche géométrique
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Atteignabilité

Approche géométrique
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Conclusion

@ Non-atteignabilité :
e minimisation d’une fonctionnelle convexe pour prouver numériquement la
non-atteignabilité d’un état
e potentiellement extensible a la dimension infinie
e article en cours de rédaction

@ Atteignabilité :
e détermination d’une approximation rigoureuse de I’ensemble atteignable
par des polygones intérieurs et extérieurs
e non-extensible a la dimension infinie
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